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1. Введение

Как	 правило,	 любые	 томографические	 или	 спектро-
фотометрические	 диагностические	 задачи	 в	 биологии	 и	
медицине	 связаны	 с	 решением	 обратных	 задач	 [1,	2].	
Точность	же	решения	обратных	задач	в	первую	очередь	
определяется	 точностью	 постановки	 и	 решения	 прямой	
задачи.	Для	спектрофотометрических	задач	наиболее	ис-
пользуемой	 сегодня	 аналитической	 теорией,	 описываю-
щей	 распространение	 света	 в	 мутных	 (светорассеиваю-
щих)	средах	на	макроуровне,	является	фотометрическая	
(кинетическая)	теория	переноса	(ТП),	идеологически	ба-
зирующаяся	на	кинетическом	уравнении	Больцмана.	Она	
была	обоснована	и	развита	в	XX	веке	в	классических	ра-
ботах	 Хвольсона,	 Кубелки	–	Мунка,	 Гуревича,	 Милна,	
Чандрассекара,	Амбарцумяна,	Исимару	и	многих	других	
авторов	 (см.,	 напр.,	 [3	–	6]).	 Однако	 точного	 аналитиче-
ского	решения	общего	интегрально-дифференциального	

уравнения	переноса	излучения	(УПИ)	в	замкнутой	форме	
в	ТП	так	и	не	появи	лось.	Поэтому	в	конце	XX	века	с	соз-
данием	мощных	 вычислительных	машин	 основное	 вни-
мание	исследователей	переключилось	на	статистический	
численный	метод	вычислений	оптических	полей	–	метод	
Монте-Карло	(МК)	(см.,	напр.,	[7	–	10]).	В	оптике	биотка-
ней	под	методом	МК	в	подавляющем	большинстве	случа-
ев	понимается	сегодня	статистическое	моделирование	ве-
роятностного	 блуждания	 внутри	 биоткани	 условного	
«фотона»	–	классического,	не	квантового,	объекта	(ана-
лог	безразмерной	молекулы	газа)	или	сразу	пакета	таких	
фотонов.	При	этом	случайные	длины	свободного	пробе-
га	 фотонов,	 вероятности	 их	 рассеяния	 и	 поглощения	 в	
среде	тесно	связаны	с	ТП	и	определяются	детерминиро-
ванными	 коэффициентом	 поглощения	 излучения	 в	 рас-
смат	риваемой	 среде,	 альбедо	 однократного	 рассеяния	
(ОР)	и	фазовой	функцией	рассеяния	(для	пространствен-
ных	задач)	[9,	10].	

Здесь	 важно	отметить,	 что	 классическое	фотометри-
ческое	УПИ	исходно	формулируется	для	макроизотроп-
ной	среды	в	предположении,	что	она	априори	имеет	не-
кие	усредненные	и	не	зависящие	друг	от	друга	коэффици-
енты	поглощения	 (	ma)	 и	 рассеяния	 (	ms)	 (их	 размерность	
см–1).	Микроструктура	 среды	 и	 методология	 получения	
данных	 коэффициентов	 обычно	 не	 рассматриваются	 в	
основах	 теории	 [4	–	6].	 Коэффициенты	 считаются	 задан-
ными.	Математически	это	эквивалентно	описанию	идеа-
лизированной	 ситуации	 сплошной	 среды,	 непрерывно	
поглощающей	и	рассеивающей	свет	по	мере	его	распро-
странения	на	любом	бесконечно	малом	отрезке	dx	пути	в	
среде,	 что	 позволяет	 получать	 уравнения	 для	 гладкой	
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функции	яркости.	Позже	(или	параллельно)	в	физике	ио-
низирующих	излучений	УПИ	стало	успешно	применять-
ся	для	описания	рассеяния	на	частицах	–	атомах,	электро-
нах,	протонах,	–	дискретных	в	пространстве	рассеиваю-
щих	и	поглощающих	свет	структурах	(центрах).	Сегодня	
такие	задачи	рассеяния	на	частицах,	например	в	радиаци-
онной	медицине,	–	рутина.	Однако	в	оптическом	диапа-
зоне	спектра	биологические	ткани	и	среды	являются	сре-
дами	с	непрерывным	поглощением,	но	дискретным	рассе-
янием	 [10,	11].	Можно	принять,	 что	 поглощение	 света	 в	
них	 происходит	 непрерывно	 по	 всей	 толще	 биоткани	 в	
соответствии	с	экспоненциальным	законом	Бугера,	а	рас-
сеяние	реализуется	принципиально	лишь	на	неоднород-
ностях	 ее	 клеточной	 структуры,	 которые	 разнесены	 в	
пространстве	внутри	поглощающей	среды.	Тогда	законо-
мерен	вопрос	о	том,	насколько	корректно	задание	в	алго-
ритме	МК	общепринятых	в	биомедицинской	оптике	ве-
роятностных	параметров	сплошной	среды	при	решении	
задач	для	сред	с	непрерывным	поглощением,	но	дискрет-
ным	рассеянием.	Похоже,	что	этот	вопрос	до	последнего	
времени	не	попадал	в	поле	зрения	исследователей.	

Недавно	в	[12,	13]	мы	на	частных	примерах	показали	
наличие	расхождений	результатов	численного	моделиро-
вания	методом	МК	с	классическими	вероятностными	па-
раметрами	сплошной	среды	и	точных	аналитических	ре-
шений	дифференциальных	уравнений	ТП	для	тех	же	ис-
ходных	задач,	но	для	среды	с	непрерывным	поглощением	
и	дискретным	рассеянием.	Цель	настоящей	работы	–	по-
казать	 методические	 различия	 в	 постановке	 задач	 и	 в	
определении	вероятностных	параметров	для	метода	МК	
в	случае	сред	с	непрерывным	и	дискретным	рассеяниями	
и	с	непрерывным	поглощением	излучения.	

2. Предварительные замечания  
к формулировке модельных задач

Поскольку	мы	рассматриваем	методический	вопрос	о	
расхождениях	 в	 постановке	 задач	 и	 в	 их	 решениях	 для	
сред	с	непрерывным	и	дискретным	рассеяниями,	то	про-
ще	всего	это	сделать	на	примере	простейших	одномерных	
(1D)	задач,	для	которых	есть	точные	и	наглядные	анали-
тические	решения	в	замкнутом	виде	[3,	5,	11,	12,	14].	Хотя	
1D	задачи	кажутся	далекими	от	реального	физического	
мира,	 они	 являются	 основой	 для	 феноменологического	
обоснования	 экспоненциального	 закона	Бугера	 в	фото-
метрии	 [15]	 и	 неоднократно	 использовались	 в	 работах	
Шус	тера,	 Шварцшильда,	 Гуревича,	 Кубелки,	 Мунка	 и	
других	авторов	[5,	6].	Поэтому	в	методическом	плане	1D	
задачи	 достаточно	 хорошо	 обоснованы	 в	 ТП	 и,	 более	
того,	обладают	рядом	преимуществ.	Эти	задачи	не	толь-
ко	 имеют	 точные	 аналитические	 решения,	 легко	 под-
дающееся	 анализу,	 но	 и	 снимают	 проблему	 учета	 в	ТП	
волновых	свойств	электромагнитного	излучения,	о	кото-
рых	часто	спорят,	т.	к.	поперечная	волна	нереализуема	в	
1D	 пространстве.	 Остается	 лишь	 базовая	 фотометриче-
ская	формулировка	лучевой	задачи.	Из	рассмотрения	ис-
ключается	 также	 фазовая	 функция	 рассеяния.	 Она	 вы-
рождается	в	1D	задаче	в	единственное	значение	коэффи-
циента	 обратного	 отражения	 (рассеяния)	 излучения	 от	
границ	неоднородностей	внутри	среды.	При	этом	важно	
подчеркнуть,	 что	 сказанное	 относится	 лишь	 к	 истинно	
1D	задачам,	в	которых	свет	распространяется	в	виде	бес-
конечно	тонкого	луча	вдоль	одной	единственной	оси	X. 
Именно	такие	задачи	мы	и	будем	рассматривать.

Иногда	 в	 ТП	 под	 1D	 задачами	 понимают	 и	 задачи	
распространения	широкого	коллимированного	пучка	све-
та	(в	электродинамике	–	плоской	электромагнитной	вол-
ны),	 как,	 например,	 в	 классической	 задаче	Милна	 [4,	6],	
либо	задачу	проецирования	3D	распространения	света	на	
одну	ось,	которую	решали	Кубелка	и	Мунк,	с	формули-
ровкой	дополнительного	замыкающего	условия	[5].	Ука-
занные	 задачи	 сводятся	 к	 решению	 1D	 задач.	 Однако	
здесь	мы	тоже	не	будем	их	рассматривать,	т.	к.	решение	
данных	 задач	более	 сложно	и	не	 так	наглядно.	Нас	ин-
тересует	 лишь	 простейшая	 феноменологическая	 форму-
лировка	лучевой	энергетической	(фотометрической)	ста-
ционарной	задачи	переноса	мощности	(энергии)	излуче-
ния	бесконечно	тонким	лучом	вдоль	одной	единственной	
оси	X	 (других	осей	нет,	углового	рассеяния	нет).	Метод	
МК	также	легко	может	быть	реализован	и	обоснован	для	
таких	 1D	 задач.	Это	 упрощает	 проблему.	 Если	 имеется	
принципиальное	методическое	 различие	 в	 постановке	
и	 решении	 задач	 для	 рассматриваемых	 нами	 сред	 со	
сплошным	и	дискретным	рассеяниями,	оно	должно	про-
являться	сразу	же	при	анализе	таких	идеализированных	
1D	 задач,	 без	 усложнения	 их	 другими	 направлениями	
рапространения	 излучения,	 фазовыми	 функциями	 рас-
сеяния	 и	 т.	д.	 Нестационарность	 тоже	 будет	 лишним	
усложнением,	и	ее	учет	не	должен	приводить	к	принци-
пиально	иным	результатам.	

3. Модельные задачи в приближении ОР

3.1. Сплошная среда с непрерывным поглощением  
и непрерывным рассеянием 

Первой	 рассмотрим	 классическую	 задачу	 ТП	 о	 рас-
пространении	света	в	сплошной	среде	с	непрерывным	по-
глощением	 и	 непрерывным	 рассеянием	 в	 приближении	
ОР	(рис.1).	Приближение	ОР	также	упрощает	постановку	
и	решение	задачи	и	означает,	что	луч	света	c	мощностью	
F0,	проникающий	извне	в	мутную	среду,	по	мере	распро-
странения	 в	 положительном	направлении	оси	X	 внутри	
среды	постоянно	и	 безвозвратно	 теряет	 на	 каждом	 эле-
ментарном	отрезке	пути	dx	часть	своей	мощности	за	счет	
поглощения	и	рассеяния.	Поток	света	внутри	среды	F+	(x)	
будет,	таким	образом,	некоторой	функцией	координаты,	
которую	 требуется	 найти.	 Образующийся	 в	 результате	
рассеяния	 потока	 F+	(x)	 обратный	 поток	 в	 среде	 F–	(x)	
распространяется	 в	противоположном	направлении	оси	
X,	 но	 уже	 не	 рассеиваясь.	 Он	 может	 терять	 мощность	
только	за	счет	поглощения.	Одним	словом,	любой	фотон	
в	 потоке	F+	(x),	 один	 раз	 упруго	 рассеявшись	 и	 сменив	
свое	направление	на	противоположное,	 в	 обратном	по-
токе	F–	(x)	уже	не	испытывает	рассеяния	и	может	только	
поглотиться.	 Среда	 же	 распространения	 излучения	 ха-
рактеризуется	общепринятыми	детерминированными	оп-
ти	ческими	 свойствами	–	независимыми	друг	от	 друга	и	
считающимися	 известными	 коэффициентами	 поглоще-

Рис.1.	 Постановка	 1D	 задачи	 в	 приближении	 ОР	 для	 сплошной	
среды	с	непрерывным	поглощением	и	непрерывным	рассеянием.
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ния	и	рассеяния	ma	и	ms	соответственно,	не	обязательно	
совпадающими	с	таковыми	для	реальных	3D	сред*. 

Точное	 решение	 такой	 задачи	 давно	 известно	 (см.,	
напр.,	 [16]).	 Решается	 система	 дифференциальных	 урав-
нений
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которая	феноменологически	«выводится»	в	ТП	(на	самом	
деле	 постулируется),	 исходя	 из	 тех	 простых	 логических	
соображений,	 что	прямой	поток	F+	(x)	 по	мере	 его	рас-
пространения	 поглощается	 и	 рассеивается	 на	 отрезке	
пути	dx,	откуда	следует	первое	уравнение	системы	(еcли	
принять	независимость	актов	рассеяния	и	поглощения),	а	
обратный	 поток	 F–	(x),	 образовавшись	 без	 потерь	 при	
рассеянии	потока	F+	(x)	(второе	слагаемое	в	правой	части	
второго	 уравнения),	 далее	 только	 поглощается	 (первое	
слагаемое	в	правой	части	второго	уравнения).	Приведем	
решение	системы	(1)	с	простейшими	граничными	услови-
ями	для	полубесконечной	среды	без	учета	отражения	на	
внешней	 границе:	F+	(x)	 =	F0,	F–	(¥)	 =	 0	 [16].	 Искомый	
прямой	поток	при	таких	граничных	условиях	имеет	вид	
экспоненциально	затухающей	функции	аналогично	зако-
ну	Бугера:

F+	(x)	=	F0 exp[–	(ma +  ms )	x],	 (2)

а	обратный	поток	находится	путем	интегрирования:
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Поток	F–	(x)	тоже	экспоненциально	затухает	с	ростом	x:
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но,	распространяясь	назад	к	освещаемой	«поверхности»,	
имеет	тенденцию	к	возрастанию	по	мере	своего	распро-
странения	за	счет	вклада	рассеянной	компоненты	потока	
F+	(x).	

Применение	классического	метода	МК	для	такой	за-
дачи	 дает	 решение,	 идеально	 совпадающее	 с	 точными	
аналитическими	 решениями	 (2)	 и	 (4).	 При	 построении	
имитационного	алгоритма	МК	основная	сложность	–	вы-
разить	 вероятностные	 параметры	модели	 через	физиче-
ские	оптические	свойства	мутной	среды.	Для	1D	задачи	и	
приближения	ОР	таких	параметров	три:	две	длины	сво-
бодного	пробега	фотона	в	прямом	и	обратном	направле-
ниях	(	l+	и	l–	соответственно)	и	вероятность	рассеяния	фо-
тона	Ps.	Они	задаются	обычно	в	биомедицинской	оптике	
в	алгоритме	МК	следующим	(«классическим»)	образом.	
Классическая	вероятность	рассеяния	Ps

cl	приравнивается	
к	альбедо	ОР	[7,	17]:

clP s
a s

s

m m
m

=
+

.	 (5)

При	 этом	 связь	 выражения	 (5)	 с	 формулами	 (1)	–	(4)	 в	
стать	ях	 обычно	не	поясняется,	 а	 считается	 априори	по-
нятной.	Случайная	величина	длины	l+cl	свободного	пробе-
га	фотона	из	потока	F+	(x)	вычисляется	на	каждом	шаге	
итераций	 генерацией	 случайного	 числа	 x1,	 равномерно	
распределенного	 на	 отрезке	 [0;	1],	 с	 учетом	 экспоненци-
альной	 функции	 распределения	 вероятности	 для	 l+cl	 по	
формуле

ln
l

a s

1

m m
x

=-
++

cl .	 (6)

Для	 понимания	 дальнейших	 выводов	 методически	
важно	подчеркнуть,	что	вид	функции	рапределения	веро-
ятности	 для	 l+cl	 (экспонента,	 как	 следует	 из	 (2))	 должен	
быть	известен	для	получения	и	обоснования	(6).	Для	об-
ратного	потока	(для	l–)	нужна	другая	формула.	Различие	
между	 ними	 определяется	 логикой	 приближения	 ОР.	
Поток	F–	(x)	в	приближении	ОР	не	рассеивается,	поэтому	
для	него	ms	=	0.	Тогда,	по	аналогии	с	(6),	используем	вы-
ражение	

ln
l cl

a

2

m
x

=-- ,	 (7)

где	x2	–	генерируемое	случайное	число,	равномерно	рас-
пределенное	на	отрезке	[0;	1],	как	и	x1. 

Сравнение	точного	аналитического	и	численного,	по-
лученного	методом	МК,	решений	для	потоков	внутри	и	
на	поверхности	такой	сплошной	1D	среды	представлено	
на	 рис.2.	 Полное	 совпадение	 решений	 здесь	 очевидно.	
Оно	описано	во	многих	базовых	учебниках.	

3.2. Среда с непрерывным поглощением  
и дискретным рассеянием 

При	рассмотрении	дискретных	рассеивателей	внутри	
непрерывно	поглощающей	 1D	 среды	 аналитическое	 ре-
шение	задачи	не	так	очевидно,	хотя	тоже	известно	[11,	14].	
Первая	сложность	здесь	возникает	с	определением	вели-
чины	 ms.	 Каждый	 единичный	 i-й	 рассеиватель	 (неодно-
родность)	внутри	такой	мутной	среды	рассеивает	(отра-
жает)	 назад	 некую	 долю	 падающего	 на	 него	 излучения	
Ri £	 1	 (например,	 это	 аналог	 коэффициента	отражения	

*	При	получении	 замыкающего	 условия	Кубелка	и	Мунк,	напри-
мер,	показали,	что	может	существовать	различие	в	трактовке	та-
ких	коэффициентов	для	3D	и	1D	задач	[5].

Рис.2.	 Численные	решения	методом	МК	(кружки)	и	аналитические	
решения	 (сплошные	 кривые)	 1D	 задачи	 в	 приближении	 ОР	 для	
сплошной	 среды	 с	 непрерывным	 поглощением	 и	 непрерывным	
рассеянием.	Значения	потоков	F+ (x)	и	F–	(x)	нормированы	на	вели-
чину	F0. 
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Френеля	R).	 Как	 найти	ms,	 если	 известна	 концентрация	
неоднородностей	 в	 среде	 mr?	 Классическая	 монография	
[5]	дает	интуитивное	выражение	ms =	mrR.	Однако	можно	
показать,	что	это	не	совсем	верно.

Рассмотрим,	следуя	[14],	интервал	Dx	внутри	такой	1D	
среды,	который	содержит	N	одинаковых	неоднороднос-
тей-рассеивателей	(рис.3).	Пусть	расстояние	между	ними	
одинаково	и	равно* Dx/N.	Не	уменьшая	общности,	поло-
жим	также,	что	все	Ri	=	const	=	R,	а	расстояния	от	край-
них	неоднородностей	до	границ	Dx	 составляют	Dx/(2N).	
Такая	постановка	задачи	и	структура	интервала	Dx	упро-
щают	 конечные	 аналитические	 решения	 и	 их	 вывод.	 В	
частности,	 для	 вывода	 дифференциального	 уравнения	
для	потока	F+	(x)	достаточно	рассмотреть	предел

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

d

d

x

F x
x

F x
x

F x x F x
0x x 0D
D

D
D D

= =
+ -

" "D D

+ + + + .	 (8)

Замечая,	что	

( ) ( ) ( ) ( )expF x x F x x R1a
NmD D+ = - -+ + ,	 (9)

используя	для	концентрации	неоднородностей	определе-
ние	[11,	14]

lim
x
N

0x
m

D=
"

r
D

	 (10)

и	раскрывая	неопределенность	вида	0/0	в	(8),	легко	при-
ходим	 к	 дифференциальному	 уравнению,	 идентичному	
пер	вому	уравнению	системы	(1),	если	ввести	обозначение	

ms	=	–	mr ln(1	–	R).	 (11)

Отметим,	что	(11)	отличается	от	предложенного	Иси	мару	
выражения	ms	=		mr R	и	стремится	к	нему	только	при	R <<		1.	
Однако,	если	подставить	ms	(11)	в	первое	уравнение	систе-
мы	 (1),	 то	 дифференциальные	 уравнения	 для	F+	(x)	 ока-
жутся	в	обоих	случаях	идентичными.	

Вывод	 дифференциального	 уравнения	 для	 F–	(x)	 не-
сколько	 сложнее.	Поток	F–	(x)	 складывается	из	двух	ча-
стей.	Первая	 часть	 есть	 поток	FS  Dx (Dx),	 обратно	 рассе-
янный	 на	 отрезке	 Dx,	 тогда	 как	 вторая	 часть	 –	 поток	
F–	(x + Dx),	прошедший	справа	налево	через	отрезок	Dx	и	
ослабленный	за	счет	поглощения	на	нем.	Математически	
это	можно	представить	в	виде

F–	(x)	=	FS  Dx (Dx)	+	F–	(x + Dx)exp(–ma Dx).	 (12)

Чтобы	найти	FS  Dx (Dx),	необходимо	учесть	рассеяния	
на	отрезке	Dx	от	всех	неоднородностей.	Для	первой	неод-
нородности	можно	записать	выражение	

R( ) ( ) ( / )expF x F x x Na1 mD D= --
+ ,	 (13)

для	второй	–

R( ) ( ) ( / ) (1 ) ( / )exp expF x F x x N R x N2a a2 m mD D D= - - --
+

 ( ) ( / ) (1 )expF x x N R2 a1 mD D= - -- .	 (14)

Тогда	для	N-й	неоднородности	будем	иметь	соотношение	

( ) ( ) [ 2 ( 1) / ] ( )expF x F x N x N R1aN
N

1
1mD D D= - - -- - - .	 (15)

Сумма	 всех	 ( )F xi D- 	 образует	 геометрическую	 прог-
рессию,	поэтому	FS  Dx (Dx)	можно	без	труда	найти	в	явном	
виде:

( ) ( ) ( )F x F x F xx i
i

N

1
1D D D= =S D

-
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-/
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D
D
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.	 (16)

Это	 позволяет	 при	 нахождении	 предела	 «приращения»	
F–	(x)	на	отрезке	Dx	по	отношению	к	Dx	при	Dx ®	0	полу-
чить	дифференциальное	уравнение	для	F–	(x)	[14]:

( )
( ) ( )

d

d

x

F x
F x F xa 2m b= -

-
-

+
+ ,	 (17)

где

(2 )
[ ( ) / ]

( / )

exp

expR

1 2
a s

a s

a
2b m m

m m m

m m
= +

- - +

-

r

r+ 	 (18)

–	 коэффициент	 обратного	 рассеяния	 для	 потока	 F+	(x).	
При	этом,	как	видим,	 s2 !b m+ .

Таким	образом,	решаемая	в	приближении	ОР	система	
дифференциальных	уравнений	для	среды	с	непрерывным	
поглощением	и	дискретным	рассеянием	будет	иметь	вид	

( )
( )

d

d

x

F x
F x1b=-

+ +
+ ,	

(19)
( )

( ) ( )
d

d

x

F x
F x F xa 2m b= -

-
-

+
+ ,

где	для	коэффициента	ослабления	потока	F+	(x)	введено	
обозначение	

a s1b m m= ++ .	 (20)

При	 всей	 внешней	 схожести	 система	 (19)	 принципи-
ально	отличается	от	системы	(1)	тем,	что	в	общем	случае	

s2 1b m+ .	Только	при	ma	=	0	(т.	е.	в	пределе	ma ®	0)	 ,s2b m=+

а	 это	 означает,	 что	 не	 все	 рассеянные	 фотоны	 потока	
F+	(x)	 преобразуются	 на	 отрезке	 Dx	 в	 фотоны	 потока	
F–	(x).	Часть	их	теряется	из-за	поглощения	сразу	внутри	
отрезка	Dx.	 Таким	 образом,	 в	 присутствии	 дискретных	
рассеивателей	 внутри	 сплошной	 поглощающей	 среды	
при	 0a !m 	значения	F–	(x)	будут	отличны	от	полученных	
по	формуле	(4).

*	Несложно	показать,	что	и	случайные	расстояния,	например	с	нор-
мальным	распределением	вокруг	Dx/N,	дадут	в	статистически	сред-
нем	аналогичный	конечный	результат.

Рис.3.	 Постановка	1D	задачи	в	приближении	ОР	для	среды	с	неп-
рерывным	поглощением	и	дискретным	рассеянием.
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Система	(19)	для	тех	же	граничных	условий,	что	указа-
ны	в	п.3.1,	имеет	решения

( ) ( )expF x F x0 1b= -+
+ ,	 (21)

( ) ( )expF x F x
2 a s

0
2

1m m
b

b=
+

--

+
+ .	 (22)

Численное	сравнение	этих	решений	и	решений,	приведен-
ных	в	п.3.1,	продемонстрировано	на	рис.4	для	тех	же	зна-
чений	ma	и	ms,	что	и	для	рис.2.	Видно,	что	значения	пото-
ков	F+	(x)	в	указанных	двух	случаях	не	различаются,	т.	к.	
величина	 1b+	остается	неизменной.	Однако	различия	в	по-
токах	F–	(x)	вблизи	внешней	границы	среды	четко	прояв-
ляются.

Очевидно,	что	численный	расчет	методом	МК	с	клас-
сическими	вероятностными	параметрами	для	среды	с	неп-
рерывным	рассеянием	в	данном	случае	дискретных	рас-
сеивателей	также	даст	 значение	F–	(x),	 отличающееся	от	
точного	 решения	 (22),	 как	 и	 аналитическое	 решение	 в	
п.3.1.	Тогда	правомерен	вопрос	о	том,	как	надо	изменить	
вероятностные	параметры	алгоритма	МК,	чтобы	числен-
но	получить	результат,	соответствующий	(22).	Осмелимся	
предложить	простой	способ.

Согласно	(21),	функция

( ) ( )expB x x1 1b= - -+
+l l 	 (23)

определяет	долю	фотонов,	«потерянных»	потоком	F+	(x)	
за	 счет	 рассеяния	 и	 поглощения	 на	 отрезке	 пути	 [0;		x' ]:	
0 £ B+	(x' )	£	1.	При	переходе	к	вероятностной	модели	она	
заменяется	на	моделирующую	ее	функцию	распределения	
вероятности	Dl+(x' )	случайной	величины	l+:

B+	(x' )	=	Dl+(x' )	º P {l+ £ x'}, (24)

определяющую	 вероятность	 того,	 что	 l+ £ x',	 и	 также	
определенную	в	интервале	[0;		1].	Далее,	согласно	методу	
обратного	 преобразования,	 для	 нахождения	 случайной	
величины	 l+	 с	 заданным	 распределением		Dl+(x' )	 можно	
взять	 равномерно	 распределенную	на	 отрезке	 [0;		1]	 слу-
чайную	величину	x1,	найти	обратную	функцию	Dl

1-
+
(x1)	и	

использовать	 ее	 для	 вычисления	 l+	 [7,	18].	 Полученная	
случайная	величина	l+	будет	иметь	распределение	Dl+(x' ).	

Разыгрывая	разные	x1	и	принимая	во	внимание,	что	слу-
чайные	величины	1	–	x1	и	x1	имеют	одинаковое	равномер-
ное	распределение	на	отрезке	 [0;		1],	симметричное	отно-
сительно	значения	x1	=		0.5,	получаем	искомый	набор	 l+ 
при	генерации	x1:

( )
ln ln

l D
a s

l
1

1
1

1 1x
b

x
m m

x
= =- =-

++
-

++
.	 (25)

Здесь	l+	совпадает	с	l+cl	(6).
Для	потока	фотонов	F–	(x)	в	приближении	ОР

( ) ( )expB x x1 am= - -- l l .	 (26)

По	аналогии	с	l+	в	этом	случае	мы	приходим	к	выражению

ln
l

a

2

m
x

=-- .	 (27)

Вероятность	 рассеяния	Ps	 на	 любом	 бесконечно	 ма-
лом	отрезке	Dx	 внутри	среды,	исходя	из	 эмпирического	
(частотного)	определения	вероятности	как	частоты	появ-
ления	искомого	события	на	фоне	всех	возможных	собы-
тий,	 должна	 определяться	 подгруппой	 (долей)	 рассеян-
ных	 фотонов	 потока	 F+	(x),	 которые	 образуют	 поток	
F–	(x),	на	фоне	всех	потерянных	потоком	F+	(x)	фотонов.	
Эта	 доля	 определяется	 при	 выводе	 системы	 уравнений	
(19)	и	равна	 ( )F x x2b D+

+ .	При	этом	полной	группой	собы-
тий	 в	 данном	 случае	 являются	 все	фотоны,	 потерянные	
потоком	F+	(x)	 на	 отрезке	Dx,	 т.	е.	 величина	 ( )F x x1b D+

+ . 
Отношение	этих	величин	и	будет	искомой	вероятностью	
рассеяния	Ps:

Ps
1

2

b

b
=

+

+

.	 (28)

Таким	образом,	полный	набор	вероятностных	пара-
метров	метода	МК	в	приближении	ОР	для	1D	 задачи	 с	
дискретными	рассеивателями	должен	выглядеть	следую-
щим	образом:	

ln
l

1

1

b

x
=-+ +

,		Ps
1

2

b

b
=

+

+

,		
ln

l
a

2

m
x

=-- .	 (29)

Сравнивая	(29)	с	(5)	–	(7),	можно	заметить,	что	вероят-
ности	 Ps

cl	 и	 Ps	 различны,	 поскольку	 в	 общем	 случае	
s2 !b m+ .	Как	показано	на	рис.5,	решение	методом	МК	с	

вероятностными	параметрами	(29)	идеально	совпадает	с	

Рис.4.	 Аналитические	 решения	 1D	 задач	 в	 приближении	ОР	 для	
сплошной	 среды	 с	 непрерывным	 поглощением	 и	 непрерывным	
рассеянием	(сплошные	кривые)	и	среды	с	непрерывным	поглоще-
нием	и	дискретным	рассеянием	(штриховые	кривые).	Значения	по-
токов	F+	(x)	и	F–	(x)	нормированы	на	величину	F0.

Рис.5.	 Аналитические	 решения	 (сплошные	 кривые)	 и	 численные	
решения	 методом	МК	 с	 разными	 вероятностными	 параметрами	
1D	задачи	в	приближении	ОР	для	среды	с	дискретным	рассеянием	
(треугольники)	и	среды	с	непрерывным	поглощением	и	непрерыв-
ным	рассеянием	(кружки).	Значения	потоков	F+(x)	и	F_(x)	норми-
рованы	на	величину	F0. 
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аналитическим	решением	(22)	для	потока	F–	(x),	в	то	вре-
мя	как	классический	метод	МК	дает	решение	с	системати-
ческой	погрешностью	за	 счет	того,	что	 Ps

cl
s!P .	Одним	

словом,	использование	альбедо	ОР	для	вычисления	веро-
ятности	рассеяния	Ps	в	данной	задаче	уже	не	корректно.	

4. Модельная задача для многократного 
рассеяния

Задача	о	многократном	рассеянии	внутри	1D	среды	с	
непрерывным	 поглощением	 и	 дискретным	 рассеянием	
также	весьма	показательна.	Хотя	ранее	мы	уже	доклады-
вали	о	полученных	для	нее	результатах	 [12],	 здесь	инте-
ресно	привести	решение	этой	задачи	и	дать	его	сравни-
тельный	анализ	с	численным	решением	методом	МК	для	
формулировки	обоснованных	выводов,	сделанных	по	ре-
зультатам	 исследования.	 При	 многократном	 рассеянии	
для	 среды	 с	 непрерывным	 поглощением	 и	 дискретным	
рассеянием	 должна	 решаться	 система	 модифицирован-
ных	уравнений	Кубелки	–	Мунка	[11,	14]

( )
( ) ( )

d

d

x

F x
F x F x1 2b b=- +

+
+ - ,	

(30)
( )

( ) ( )
d

d

x

F x
F x F x1 2b b= -

-
- + ,
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Здесь	уже	не	только	 s2 !b m ,	но	и	 a s1!b m m+ .	Решение	си-
стемы	(30)	известно	и	имеет	вид	[5]

( ) ( ) ( )exp expF x C x C x1 2a a= - ++ ,	
(34)

( ) ( ) ( )exp expF x C A x C A x1 2a a= - +- - + ,

где	C1	и	C2	–	константы	интегрирования,	определяемые	
из	граничных	условий	(см.	п.3.1);

1
2

2
2a b b= - ;		A

1

2

b a

b
=

-
+ ;		A

A
1

=-
+

.

Поскольку	в	среде	реализуется	режим	многократного	
рассеяния,	фотоны	одинаково	рассеиваются	и	поглоща-
ются	по	пути	своего	распространения	и	в	потоке	F+	(x),	и	
в	потоке	F–	(x).	Поэтому	при	численном	моделировании	
методом	МК	 обосновано	 использование	 одной	 единст-
венной	длины	свободного	пробега	фотонов

ln
l

1b
x

=- .	 (35)

Как	было	показано	в	[12],	с	учетом	(35)	соответствие	
аналитических	 результатов	 численным	 результатам	 мо-
делирования	методом	МК	как	для	потока	F+	(x),	так	и	для	
потока	F–	(x)	 достигается	 при	 задании	 вероятности	 рас-
сеяния	в	виде,	аналогичном	(28):

Ps
1

2

b

b
= .	 (36)

Наглядно	 результаты	 сравнения	 аналитического	 ре-
шения	(34)	с	учетом	(31)	и	(32)	и	численного	решения	ме-
тодом	МК	с	разными	вероятностными	параметрами	для	
многократного	рассеяния	представлены	на	рис.6.	В	каче-
стве	классических	вероятностных	параметров	в	алгорит-
ме	МК	использовались	в	данном	случае	параметры	(35)	и	
(36)	с	b1	=	ma + ms	и	b2	=	ms.	Видно,	что	расхождение	в	ре-
зультатах	для	потоков	достигает	10	%	на	границе	среды.	
Важно,	 что	 при	 многократном	 рассеянии	 расхождение	
результатов	классического	моделирования	методом	МК	
с	 точными	аналитическими	результатами	 (34)	наблюда-
ется	уже	и	для	потока	F+	(x).	Чтобы	устранить	это	расхо-
ждение,	 необходимо	 использовать	 вероятностные	 пара-
метры	b1	(31)	и	b2	(32).	

5. Выводы

Мы	провели	 анализ	 применимости	 общепринятых	 в	
биомедицинской	оптике	вероятностных	параметров	чис-
ленного	алгоритма	МК	для	задач	переноса	света	в	мут-
ных	 средах	 с	непрерывным	поглощением	и	дискретным	
рассеянием.	Для	этого	мы	получили	точные	аналитичес-
кие	решения	ряда	модельных	1D	задач	для	таких	сред	и	
сравнили	их	с	численными	результатами	моделирования	
методом	 МК.	 Как	 показало	 сравнение,	 использование	
общепринятых	 (классических)	 вероятностных	 парамет-
ров	 алгоритма	МК	обуславливает	 систематическую	по-
грешность	 численного	 счета	 для	 рассматриваемых	мут-
ных	сред,	которая	не	устраняется	увеличением	числа	ра-
зыгрываемых	фотонов.	Дополнительно,	мы	обосновали	
необходимые	уточненные	вероятностные	параметры	для	

Рис.6.	 Аналитические	решения	(сплошные	кривые)	и	численные	ре-
шения	методом	МК	с	разными	вероятностными	параметрами	1D	
задачи	при	многократном	рассеянии	для	среды	с	дискретным	рас-
сеянием	(треугольники)	и	среды	с	непрерывным	поглощением	и	не-
прерывным	рассеянием	(кружки).	Значения	потоков	F+(x)	и	F_(x)	
нормированы	на	величину	F0. 
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численного	моделирования	методом	МК	в	случае	сред	с	
дискретным	рассеянием	и	 показали,	 что	 их	 применение	
приводит	к	идеальному	совпадению	результатов.	Таким	
образом,	 одним	 из	 основных	 выводов,	 сформулирован-
ных	по	результатам	исследования,	является	вывод	о	необ-
ходимости	для	каждой	конкретной	задачи	выбирать	обо-
снованные	значения	вероятностных	параметров	алгорит-
ма	МК,	которые	в	общем	случае	могут	отличаться	от	об-
щепринятых.	

Другой	важный	вывод	заключается	в	том,	что	выбор	
адекватных	вероятностных	параметров,	исходя	из	апри-
орных	феноменологических	представлений,	скорее	всего,	
невозможен.	Вряд	 ли	можно	 угадать	 вид	формул	 (35)	 и	
(36).	Следовательно,	для	грамотного	обоснования	веро-
ятностных	 параметров	 необходимо	 иметь	 точный	 вид	
выражений	для	коэффициентов	исходных	уравнений,	ко-
торый	 можно	 получить	 лишь	 аналитически	 на	 основе	
представлений	 о	 внутренней	 структуре	 среды,	 как	 это	
было	сделано,	например,	для	b2+	(18).	Строго	говоря	(см.	
замечание	после	формулы	(6)),	все	классические	вероят-
ностные	параметры	также	опираются	на	известные	ана-
литические	решения,	например	на	выражение	(2),	в	кото-
ром	коэффициенты	системы	(1)	заданы	априори.	Метод	
МК	позволяет	 лишь	 найти	 численное	 решение	 системы	
исходных	уравнений	в	том	виде,	в	котором	они	сформу-
лированы.	Если	исходная	система	сформулирована	с	не-
правильными	 коэффициентами,	 то	 ее	 решение	 методом	
МК	также	будет	ошибочным,	и	наоборот.	Другое	дело,	
что	 полученные	 в	 настоящей	 работе	 расхождения	 в	 ре-
зультатах	 при	 использовании	 классических	 вероятнос-
тных	параметров	алгоритма	МК	оказываются	пока	для	
1D	 задач	 не	 очень	 большими:	 примерно	 10	%	 и	 менее.	
Если	они	не	возрастают	в	2D	и	3D	задачах,	что	требует	
дополнительного	исследования,	этого	может	быть	доста-
точно	 и	 для	 многих	 практических	 задач,	 для	 которых	
аналитическое	решение	неизвестно.	В	частности,	при	по-

иске	 неизвестного	 аналитического	 решения	 и	 неизвест-
ных	 точных	 выражений	 для	 коэффициентов	 исходных	
уравнений	любой	задачи	в	ТП	классический	вариант	ме-
тода	МК	сразу	дает	некий	ориентир	при	решении	с	точ-
ностью	не	хуже	90	%	(по	нашим	данным),	и	в	этом	его	не-
сомненный	плюс.
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